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Annotatsiya. Ushbu maqolada garmonik funksiyalar, o`rta qiymat haqidagi 

teorema, subgarmonik funksiyalar, Xarnak teoremasi, maksimum prinsipi, 

subgarmonik funksiyalarning yaqinlashishi va eng muhimi )(zA -subgarmonik 

funksiyaning berilish usullari, )(zA -subgarmonik funksiyalar va ularning xossalari 

keltirilgan. 

Kalit so‘zlar: garmonik funksiyalar, subgarmonik funksiyalar, Xarnak 

teoremasi, maksimum prinsipi, )(zA -subgarmonik funksiyalar, )(zA -subgarmonik 

funksiyalar. 

Garmonik funktsiyalar nazariyasi klassik analizning eng muhim bo’limlaridan 

biridir. Garmonik funksiyalar nafaqat ko'plab matematik tadqiqotlarda, balki tahlilni 

fizika va mexanikaga qo'llashda ham muhim o'rin tutadi, ular turli statsionar 

jarayonlarni tavsiflash imkonini beradi. 

Garmonik funksiyalar nazariyasini )(zA  garmonik funksiyalar sinfiga 

kiritishning boshlang‘ich nuqtasi quyidagi asosiy teorema hisoblanadi. 

Teorema 1. )(zA -analitik funksiyaning haqiqiy qismi ( )f O DA  D 

sohasidagi tenglamani qanoatlantiradi. 
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Va aksincha, agar D oddiy bog'langan soha bo'lsa va 

2 ( ), : u C D u D R  
 ikki marta differentsiallanuvchi funktsiya (2.1) 

differensial tenglamani qanoatlantirsa, u holda ( ) : Re Af O G u f mavjud. 

Ta`rif 1. Agar ikki marta differentsiallanuvchi RDuDCu  :),(
2

 

funktsiya D da hamma joyda (2.1) differensial tenglamani qanoatlantirsa, unda bu 

funksiya D sohada A(z) garmonik funksiya deyiladi. 

D sohadagi A(z) garmonik funksiyalar  sinfi )(Dh
A

 ko’rinishda  belgilanadi. 

Teorema 2. (Xarnak). Garmonik funksiyalarning monoton ketma-ketligi 

)(Dhu j   tekis (D ichida) ∞ ga yaqinlashadi yoki qandaydir garmonik funksiyaga 

tekis yaqinlashadi. 

haqiqiy tekislikda CR 2
 garmonik funktsiyalar golomorf funksiyalar bilan 

chambarchas bog'liq. Haqiqiy shaklda Laplas operatori 
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  tengliklardan 0Im,0Re  ff  tenglikni olamiz. 

Demak, golomorf funksiya f uchun uning haqiqiy va mavxum qismlari garmonik 

funksiyalardir. Aksincha, agar u D da garmonik bo'lsa, har qanday nuqta Dz 0  va 

uning DrzU ),( 0  atrofida uchun unda ),(),()(Re),()( 0 rzUzzuzfDOzf   golomorf 

funksiya mavjud bo'ladi. 

Kompleks tekislikda  biror D C  sohada   ;: Du  funksiya berilgan 

bo’lsin. 

Ta`rif 2. Qaralayotgan  u(z) funksiya quyidagi ikkita shartni qanoatlantirsa, 

u(z) funksiya D da subgarmonik  funksiya deyiladi: 

u(z) yuqori yarim uzluksiz, ya'ni, Dz  0 da quyidagi tengsizlik: 

216

https://global-science-review.com/


EDUCATION SCIENCE AND INNOVATIVE IDEAS IN THE WORLD 

 

 

 
 

 

   https://global-science-review.com/              Part:__27___1_ : __September 

 

Har bir nuqta Dz 0  uchun 0)( 0 zr  raqam mavjud bo'lib, barcha 

)( 0zrr   uchun quyidqgi tengsizlik o’rinli: 
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rzz
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Haqiqatdan ham (2) tengsizlik har qanday 

  DrzzCzrzSr  00 ::),(:  uchun amal qiladi. D sohasidagi barcha 

subgarmonik funksiyalar to‘plami sh(D) bilan belgilanadi. Subgarmonik 

funksiyalarning quyidagi xossalari mavjud: 

subgarmonik funksiyalarning manfiy bo'lmagan koeffitsientlar bilan chiziqli 

kombinatsiyasi subgarmonik funktsiyadir, ya'ni

);()(...)(:)(),...,1(),()( 11 DshzuazuazumkRaDshzu mmkk  
 

subgarmonik funksiyalarning cheklangan sonining maksimali ham 

subgarmonikdir, ya'ni 

subgarmonik funksiyalarning monoton ravishda kamayib borayotgan ketma-

ketligining chegarasida subgarmonikdir, ya'ni 

subgarmonik funksiyalarning bir xil konvergent ketma-ketligi subgarmonik 

funksiyaga yaqinlashadi, ya'ni 

Endi  ( )A z  subgarmonik funksiyalarning sinfi va uning potensial 

xususiyatlarini qaraymiz. 

Ta`rif 3. Agar   ;: Du  funksiya CG   qavariq sohada quyidagi 

ikkita shartni qanoatlantirsa, u holda u(z) funksiya ( )A z  subgarmonik funksiya 

deyiladi: 

u(z) yuqori yarim uzluksiz Gzo  da , ya'ni tengsizlik 

)()(lim 0
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zuwu
zw
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(Demak, G to`plamning har qanday kompakt qism to`plamida funksiya 

yuqoridan chegaralanganligi kelib chiqadi); 
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Gz  0 nuqlatal uchun shunday 0)( 0 zr  son borki, barcha )( 0zrr   lar 

uchun quyidagi tengsizlik bajariladi: 
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 qavariq soha uchun CG   mavjud va z0 

nuqtada yagona nolga ega. 

Funktsiya   ;: Du  har qanday qavariq sohada DG  ( )A z ) 

subgarmonik bo'lsa, ixtiyoriy D sohasida ( )A z  subgarmonik bo`ladi. 

D sohasidagi subgarmonik funksiyalar sinfi )(DshA  bilan belgilanadi. 

( )A z -subgarmonik funksiyalarning oddiy xossalarini keltiramiz. Navbatdagi 

4 ta xossa bevosita ta'rifdan kelib chiqadi. 

( )A z subgarmonik funksiyalarning manfiy bo‘lmagan koeffitsientli chiziqli 

sistemasi ( )A z  subgarmonik funksiya hisoblanadi: 

subgarmonik funksiyalarning chekli sondagi ( )A z  ning maksimali ham ( )A z  

subgarmonikdir: 

( )A z -subgarmonik funksiyalarning ( )A z  monoton kamayib borayotgan 

ketma-ketligi ham subgarmonikdir: 

Subgarmonik funksiyalarning tekis yaqinlashuvchi ( )A z  ketma-ketligi 

subgarmonik funksiyaga yaqinlashadi: 

(Maksimum prinsipi). )(Dshu A  va shunday bir Dz 0  nuqtada maksimalga 

erishsa, u holda constu D . 

Isbot.  )(sup)(: 00 zuzuDz
Dz

  bo`lsin.  )()(:: 0zuzuDzM   to`plamni 

qaraylik. U holda Mz 0  va u(z) D da yarim uzluksiz bo`lgani uchun M to`plam D 

da yopiq bo`ladi. Ixtiyoriy fikserlangan Mw uchun ( )A z -subgarmonik funksiya 

ta’rifidan biz 
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Bundan kelib chiqadiki )( 0),( zuu rwL 
, agar )()(:),( 0zuurpL     uchun, 

keyin yarim uzluksizlikdan )()( 0zuzu   bazi bo`sh  bo`lmagan qism ),( rwL

to`plamlaridan , )()( 0zuwu  tenglik  o`rinli bo`lmaydi. Shunday qilib 

)(0),( 0

0),( zrrzuu rwL   va  )( 0),( zuu rwL  . Bu yerdan, Mw  ichki nuqta, M esa 

D da ochiq  to'plamdir. Shunday qilib M=D. 5-xossa isbotlandi. 

agar )(),( DhuDshv AA  , funksiyalar uchun ularning DG  chegaraviy 

nuqtalari tengsizlikni GG uv    qanoatlantirsa, GG uv   tengsizlik o`rinli bo`ladi. 

Isboti maksimum prinsipidan kelib chiqadi. 

agar D  chegarada uzluksiz )( DC   funksiya berilgan bo‘lsa, u holda 

  DA uDCDshvU :)()(  sinfda ( )A z -garmonik funksiya Duu :  maksimal 

shartni qanoatlantiradi, ya’ni .,),()( UvDzzvzu   

( )A z uchun subgarmonik funktsiya )(Dshv A , bu erda CD   qavariq soha 

bo'lsa, dastlab yetarlicha kichik )( 0zrr   uchun zarur bo'lgan ikkinchi shart (4) 

hamma DrzLr ),(: 0 uchun qanoatlantiriladi 
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