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Annotatsiya. Ushbu magolada garmonik funksiyalar, o'rta giymat haqgidagi
teorema, subgarmonik funksiyalar, Xarnak teoremasi, maksimum prinsipi,
subgarmonik funksiyalarning yaginlashishi va eng muhimi A(z) -subgarmonik
funksiyaning berilish usullari, A(z)-subgarmonik funksiyalar va ularning xossalari
keltirilgan.

Kalit so‘zlar: garmonik funksiyalar, subgarmonik funksiyalar, Xarnak
teoremasi, maksimum prinsipi, A(z)-subgarmonik funksiyalar, A(z)-subgarmonik
funksiyalar.

Garmonik funktsiyalar nazariyasi klassik analizning eng muhim bo’limlaridan
biridir. Garmonik funksiyalar nafagat ko'plab matematik tadqiqotlarda, balki tahlilni
fizika va mexanikaga go'llashda ham muhim o'rin tutadi, ular turli statsionar
jarayonlarni tavsiflash imkonini beradi.

Garmonik funksiyalar nazariyasini A(z) garmonik funksiyalar sinfiga

Kiritishning boshlang‘ich nuqtasi quyidagi asosiy teorema hisoblanadi.
Teorema 1. A(z)-analitik funksiyaning haqigiy gismi f € Op(D) D
sohasidagi tenglamani ganoatlantiradi.

T |:(1+‘A‘28u—2Aau:| 4
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Va aksincha, agar D oddiy bog'langan soha bo'lsa va

ueC?*(D),u: D —R ikki marta differentsiallanuvchi funktsiya (2.1)

differensial tenglamani ganoatlantirsa, u holda f < O,(G):u=Re f mavjud.

Ta'rif 1. Agar ikki marta differentsiallanuvchi u e C2(D),u :D—>R
funktsiya D da hamma joyda (2.1) differensial tenglamani ganoatlantirsa, unda bu
funksiya D sohada A(z) garmonik funksiya deyiladi.

D sohadagi A(z) garmonik funksiyalar sinfi h (D) ko’rinishda belgilanadi.

Teorema 2. (Xarnak). Garmonik funksiyalarning monoton ketma-ketligi
u; € h(D) tekis (D ichida) c ga yaginlashadi yoki gandaydir garmonik funksiyaga
tekis yaqginlashadi.

haqiqiy tekislikda R°~C garmonik funktsiyalar golomorf funksiyalar bilan

0 0 0
0 - i A= =4
chambarchas bog'liq. Hagiqgiy shaklda Laplas operatori ax2+6y2 o207

o 1o .0)o0 1( o0 .0
rini Xx=Rez,y=Imz,—==| ——i— || —==| —+i— |,
ko'rinishga ega, bu erda y e z(ax : Jaz z(ax ] Bu

shuni anglatadiki, golomorf funktsiya f €O(D) uchun
f+f

f—f
,Re f :T tengliklardan ARef =0, Almf =0 tenglikni olamiz.

Demak, golomorf funksiya f uchun uning hagigiy va mavxum gismlari garmonik

Re f =

funksiyalardir. Aksincha, agar u D da garmonik bo'lsa, har ganday nuqta z,D va
uningu (z,,r) < D atrofida uchun unda f(z) e O(D),Re f (z) =u(z), zeU(z,,r) golomorf
funksiya mavjud bo'ladi.

Kompleks tekislikda biror DcC sohada u:D—[-o0;00) funksiya berilgan
bo’lsin.

Ta'rif 2. Qaralayotgan u(z) funksiya quyidagi ikkita shartni gqanoatlantirsa,
u(z) funksiya D da subgarmonik funksiya deyiladi:

u(z) yuqori yarim uzluksiz, ya'ni, vz, e Dda quyidagi tengsizlik:
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Har bir nugta Z, €D uchun 1(Z,) >0 ragam mavjud bo'lib, barcha

r <r(z,) uchun quyidqgi tengsizlik o’rinli:

1
u(z,) Sﬁ _[u(z)ds. )

|2=2o|=r

Hagigatdan ham (2) tengsizlik har ganday
r:S(z,,r) = {Z eC:lz—zy|= r}cc D uchun amal giladi. D sohasidagi barcha
subgarmonik funksiyalar to‘plami sh(D) bilan belgilanadi. Subgarmonik
funksiyalarning quyidagi xossalari mavjud:

subgarmonik funksiyalarning manfiy bo'Imagan koeffitsientlar bilan chizigli
kombinatsiyasi subgarmonik funktsiyadir, ya'ni
u,(z) esh(D),a, e R"(k=1,...,m) =u(z) =au,(z)+...+a,u_(z) e sh(D);

subgarmonik  funksiyalarning cheklangan sonining maksimali ham
subgarmonikdir, ya'ni

subgarmonik funksiyalarning monoton ravishda kamayib borayotgan ketma-
ketligining chegarasida subgarmonikdir, ya'ni

subgarmonik funksiyalarning bir xil konvergent ketma-ketligi subgarmonik
funksiyaga yaqginlashadi, ya'ni

Endi A(z) subgarmonik funksiyalarning sinfi va uning potensial
xususiyatlarini garaymiz.

Ta'rif 3. Agar u:D—>[—oo;00) funksiya G<C qavariq sohada quyidagi
ikkita shartni ganoatlantirsa, u holda u(z) funksiya A(z) subgarmonik funksiya
deyiladi:

u(z) yuqori yarim uzluksiz vz, e Gda, ya'ni tengsizlik

Tim u(w) <u(z,) (3)

(Demak, G to'plamning har ganday kompakt gism toplamida funksiya

yugoridan chegaralanganligi kelib chigadi);
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Vz, € G nuglatal uchun shunday r(z,)>0 son borki, barcha r<r(z,) lar

uchun quyidagi tengsizlik bajariladi:

uz)<5 - fu@lds+ A @)

\l//(élo )\:r

bu yerda y(¢,2,)=£-2,+ [A(z)dr qavarig soha uchun G = C mavjud va zo
7($.20)

nugtada yagona nolga ega.

Funktsiya u:D—[-w;0) har ganday gavariq sohada GcD A(z))

subgarmonik bo'lsa, ixtiyoriy D sohasida A(z) subgarmonik bo ladi.
D sohasidagi subgarmonik funksiyalar sinfi sh,(D) bilan belgilanadi.

A(z) -subgarmonik funksiyalarning oddiy xossalarini keltiramiz. Navbatdagi

4 ta xossa bevosita ta'rifdan kelib chigadi.

A(z) subgarmonik funksiyalarning manfiy bo‘lmagan koeffitsientli chiziqli
sistemasi A(z) subgarmonik funksiya hisoblanadi:
subgarmonik funksiyalarning chekli sondagi A(z) ning maksimali ham A(z)

subgarmonikdir:

A(z) -subgarmonik funksiyalarning A(z) monoton kamayib borayotgan

ketma-ketligi ham subgarmonikdir:

Subgarmonik funksiyalarning tekis yaqginlashuvchi A(z) ketma-ketligi

subgarmonik funksiyaga yaqginlashadi:

(Maksimum prinsipi). uesh,(D) va shunday bir z,e D nugtada maksimalga

erishsa, u holda u|,=const.

Isbot. 3z, € D:u(z,) =sup{u(z)} bo'lsin. M = {zeD:u(z)=u(z,)} to plamni

zeD

garaylik. U holda z,eM va u(z) D da yarim uzluksiz bo'lgani uchun M to plam D
da yopiqg bo’ladi. Ixtiyoriy fikserlangan we M uchun A(z)-subgarmonik funksiya

ta’rifidan biz
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Bundan kelib chigadiki u‘aL(Wyr)zu(zo), agar 3¢ ealL(p,r):u(&)<u(z,) uchun,
keyin yarim uzluksizlikdan u(z) <u(z,) bazi bo’sh bo’lmagan qgism A caL(w,r)
to plamlaridan , u(w)=u(z,)tenglik  orinli bo Imaydi. Shunday qilib
U= U(Z,), VO <r<r(z°) Va uf,,,, =u(z). Buyerdan, weM ichki nugta, M esa
D da ochig to'plamdir. Shunday gilib M=D. 5-xossa isbotlandi.

agar vesh,(D),ueh,(D), funksiyalar uchun ularning G cc Dchegaraviy
nuqtalari tengsizlikni v|,; <u|,; ganoatlantirsa, v|, <ul, tengsizlik o rinli bo’ladi.

Isboti maksimum prinsipidan kelib chigadi.

agar oD chegarada uzluksiz ¢<C(éD) funksiya berilgan bo‘lsa, u holda

U :{VGshA(D)mC(D):u . E(p} sinfda A(z) -garmonik funksiya u:u|., =¢ maksimal

shartni ganoatlantiradi, ya’niu(z) >v(z),vze D, VveU.

A(z) uchun subgarmonik funktsiya vesh,(D), bu erda D<=C qavariq soha
bo'lsa, dastlab yetarlicha kichik r<r(z,) uchun zarur bo'lgan ikkinchi shart (4)
hamma r:L(z,,r) cc D uchun ganoatlantiriladi
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